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. Abstract. Any strictly pseudoconvex domain in C 2 carries a complete Kählcr- 

Einstein metric, the Cheng-Yau metric, with "conformal infinity" the CR struc- 
' ture of the boundary. 

It is well known that not all CR structures on S 3 arise in this way. In 
this paper, we study CR structures on the 3-sphere satisfying a different fi.ll- 
■ ing condition: boundaries at infinity of (complete) selfdual Einstein metrics. 

^| , We prove that (modulo contactomorphisms) they form an infinite dimensional 

manifold, transverse to the space of CR structures which are boundaries of 
complex domains (and therefore of Kähler-Einstein metrics). 
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Un domaine strictement pseudoconvexe D de C 2 porte une unique metrique 
Kähler-Einstein complete g, la metrique de Cheng-Yau |CY80j (dans le cas de 
la boule B 4 , il s'agit de la metrique hyperbolique complexe, dans le modele de 
la metrique de Bergmann). Les directions complexes dans le bord dD forment 
une structure de contact, munie de la structure complexe J : une structure CR 
sur dD. La metrique de Cheng-Yau et la structure CR du bord sont compatibles 
dans le sens suivant : choisissons une equation ip = du bord, alors r\ = Jd<p est 
une forme de contact sur dD, definissant une metrique ■) = dr)(-, J-) sur les 
"r* ■ directions de contact, et g a le comportement asymptotique 

dip 2 + ri 2 7 
9 ~ n + ~- 

La metrique 7 est obtenue comme limite de ipg sur les directions de contact, mais 
n'est intrinseque qu'ä un facteur conforme pres : sa classe conforme (äquivalente 
ä la donnee de J) est appelee Vinfini conforme de g. 

Comme il est bien connu, toutes les structures CR sur S 3 ne sont pas des 
bords de domaines complexes. Dans le cas oü la structure CR est proche de la 
structure Standard, on peut cependant toujours construire sur la boule B A une 
metrique d'Einstein, d'infini conforme J |BiqOO[ [Biq99|. Cette metrique n'est 
Kähler-Einstein que dans le cas oü J provient d'une deformation de S 3 dans C 2 . 
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D'un autre cöte, dans le cas oü la structure CR J est invariante ä droite, 
Hitchin [Hi t95j a demontre que J est l'infini conforme d'une metrique d'Einstein 
autoduale sur B 4 , pour laquelle il a fourni des formules explicites. 

Dans cet article nous determinons les structures CR, proches de la structure 
Standard de S 3 , qui sont les infinis conformes de metriques d'Einstein autoduales. 

Bien entendu, cette condition est orthogonale ä celle du remplissage par une 
metrique Kähler-Einstein : en effet, si le remplissage Einstein est ä la fois Kahler 
et autodual, alors il est forcement hyperbolique complexe, donc la structure CR 
est egal ä la structure Standard, ä un contactomorphisme de S 3 pres. 

Nous montrons que les structures CR remplissables par une metrique autoduale 
Einstein remplissent toutes les directions laissees libres par celles qui proviennent 
de bord de domaines complexes : 

Theoreme. Soit ^ l'espace des structures CR sur S 3 , notons Jff C ^ celles qui 
sont remplissables par une metrique Kähler-Einstein, et sä C ^ par une metrique 
autoduale Einstein. Enfin designons par J la structure CR Standard de S 3 . 

Alors pres de la structure Standard, et sä sont deux sous-varietes trans- 
verses (leurs espaces tangents engendrent tout l'espace tangent de ^ en J ), et 
fl A est reduit ä l'orbite de Jq sous les contactomorphismes. 

Le theoreme est enonce sous une forme volontairement imprecise quant ä la 
regularite des structures CR sur S 3 : le texte precise les espaces fonctionnels 
idoines — des espaces de Folland-Stein. 

L'etude de la sous-variete J?T, et notamment de son espace tangent en J , est 
düe ä Bland |Bla94j . Le theoreme fournit donc seulement une assertion sur sä. 

En particulier, le theoreme construit une famille de dimension infinie de nou- 
velles metriques autoduales Einstein ; l'espace tangent ä sä est decrit precisement 
dans le theoreme 13. III 

Le theoreme est ä rapprocher de la conjecture de frequence positive de LeBrun 
|LeB91j . resolue dans |Biq02| . Celle -ci concerne un probleme analogue, pour les 
metriques d'Einstein sur la boule B 4 , dont l'infini conforme est maintenant une 
vraie metrique conforme sur S 3 — le prototype etant fourni par la metrique hy- 
perbolique reelle sur la boule, induisant ä l'infini la structure conforme Standard 
de S 3 : toute metrique proche h sur S 3 se decompose en h = h + + h + h-, oü 
ho + h + est l'infini conforme d'une metrique autoduale Einstein, et ho + /i_ est 
l'infini conforme d'une metrique antiautoduale Einstein. 

Le theoreme demontre dans ce papier indique un phenomene analogue pour 
les structures CR, mais la condition d'antiautodualite (annulation de la partie 
autoduale du tenseur de Weyl W + ) doit etre remplacee, car pour la metrique 
hyperbolique complexe (la metrique de Bergmann) sur B 4 , on a W~ = mais 
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W + , vu comme endomorphisme des 2-formes autoduales 

ft + = Rcj©Re(Ü 2 '°©fi ' 2 ), 
oü u est la forme de Kahler, s'ecrit (avec scal la courbure scalaire) 

(t) ^+ = ^l M .-^W. 

La condition de trouver une metrique ä W + = dans le cas reel doit donc 
etre modifiee dans le cas complexe : d'une certaine maniere, la condition Kähler- 
Einstein est la plus naturelle ä substituer, car eile consiste ä figer W + sous la 
forme ([J]) : un tenseur parallele, de valeurs propres ^ et — s j^ L - 

Cette remarque suggere que les deux enonces de « frequences positives », dans 
les cas reel et complexe, pourraient n'etre que la partie emergee d'un phenomene 
plus general. 

Disons quelques mots sur la demonstration : eile consiste ä etudier l'operateur 
qui, ä une structure CR J sur le bord, associe la partie antiautoduale W~ du 
tenseur de Weyl de la metrique d'Einstein g d'infini conforme J. Le tenseur 
W~ , interprete comme une section d'un fibre de spineurs, est harmonique car 
g est d'Einstein. Son comportement a ete etudie dans [BHJ : il est L 2 , et plus 
precisement decroit en 0(e _4r ) ä l'infini (r etant la distance ä un point). 

L'idee principale est de montrer que l'operateur J — > W~ est submersif. On 
peut se ramener ä un Operateur sur le bord, car un tel spineur harmonique L 2 est 
determine par sa « valeur ä l'infini », 

dW~ = lim e Ar W~ 

y r— ++oo " 

qui est une section sur S* 3 du fibre ß des endomorphismes symetriques sans 
trace de la distribution de contact. Ainsi est-il equivalent de considerer l'opera- 
teur J — > dW~ . Si on se restreint au cas oü g est Kahler- Einstein, alors dW~ 
devient formellement determine par la structure CR J : il est egal, ä une constante 
multiplicative pres, au tenseur de Cartan Q(J) de la structure CR. 

Le point central de la demonstration est un calcul de tous les spineurs har- 
moniques L 2 pour la metrique de Bergmann (ils forment un espace de dimension 
infinie), et en particulier de leurs valeurs ä l'infini. Cela permet de montrer qu'ils 
proviennent de tenseurs de Weyl de metriques Kähler-Einstein infinitesimales ; 
ainsi l'operateur J — > W~ , ä valeurs dans les spineurs harmoniques L 2 , est sub- 
mersif, meine restreint aux infinis conformes de metriques Kähler-Einstein, et on 
en deduit le theoreme. 

Bien entendu, la demonstration utilise deux theoremes difficiles : le theoreme 
de Bland |Bla94j . identifiant les structures CR qui sont des bords de domaines 
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complexes (et donc de metriques Kahler- Einstein), et le theoreme de Cheng-Lee 
CL90J etudiant les proprietes hypoelliptiques de la linearisation de Q. 

Une autre difficulte, plus technique, provient de la necessite d'appliquer le 
theoreme des fonctions implicites dans des espaces fonctionnels adequats : ainsi 
l'operateur Q doit-il etre etudie entre les espaces de Folland-Stein sur la sphere S 3 , 
qui sont l'equivalent des espaces de Sobolev en geometrie de contact. En retour, 
cela impose d'utiliser des infinis conformes J qui ne sont pas C°°, et d'obtenir, 
pour les metriques d'Einstein qui les remplissent, une regularite optimale. Cette 
regularite pourrait provenir de l'application d'un calcul pseudodifferentiel, comme 
developpe dans le contexte hyperbolique complexe par Epstein-Melrose-Mendoza 
EMM91J, mais, ces auteurs se restreignant au cas scalaire, nous donnons, dans 
l'esprit de |BiqOO| , une demonstration elementaire aboutissant ä un enonce de 
regularite de la metrique d'Einstein (lemme fe.llj) . 

Donnons enfin le plan de cet article. Dans la premiere section, nous etudions 
l'operateur de Dirac sur l'espace hyperbolique complexe, et determinons explicite- 
ment, dans une decomposition harmonique, les valeurs ä l'infini des spineurs har- 
moniques. Dans la seconde section, nous mettons en place l'analyse necessaire, 
ce qui permet de prouver la regularite de la metrique d'Einstein qui remplit une 
structure CR donnee, et de montrer que les noyaux L 2 de l'operateur de Dirac 
sur le fibre de spineurs qui nous interesse forment un fibre au-dessus d'un espace 
adequat de metriques. Enfin, la troisieme section est consacree ä la demonstration 
proprement dite du theoreme. 

1. L'operateur de Dirac sur CH 2 

1.1. Decomposition harmonique. Nous commengons par expliquer la decom- 
position harmonique que nous allons faire pour etudier l'operateur de Dirac. 

1.1.1. L'espace hyperbolique complexe. L'espace hyperbolique complexe de di- 
mension (reelle) 4 peut etre represente comme 



CH 2 



su^/u.su, 



avec plus precisement 




Au niveau des algebres de Lie, on a 



sui )2 = Ui © su 2 © m, 
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avec m engendre par les quatre vecteurs X , . . . ,X 3 donnes explicitement par : 

1 o)-^-(' 1 ) A ( " ) V ( " 

La structure complexe de CH 2 envoie X sur Xi et X 2 sur X 3 . 

La base orthonormee (Xi) de m a ete choisie de sorte que X\ est vecteur propre 
de ad(X ) 2 pour la valeur propre 4, et X 2 et X 3 pour la valeur propre 1. Posons 
Ai = 2 et A2 = A3 = 1, et pour i ^ 1, definissons Yi G Ui © SU2 par 

\Yi — {Xo, Xi], 

alors on a aussi 

AiX = [Xq, Y{]. 

La signification des (Yi) est la suivante |BiqOO| , 1.1. A] : le choix d'une origine * 
dans CH 2 et du rayon exp(rA A )* permet d'identifier chaque sphere S r de rayon 
r ä l'espace homogene S* 3 = U1SU2/S1, par l'application vj r (g) = g exp(rX )* 
pour tout g G U1SU2. Les (Yi) representent une base homogene du fibre tangent 
ä S 3 ; sur la sphere de rayon r, eile est liee ä la base (Xi) ä l'origine par la formule 

exp(— rX )d'CJ r (Y i ) = — sinh(Ajr)A"j. 

Enfin, S 1 est le stabilisateur de X n : 



S 1 



z- 2 



1.1.2. La derivation covariante. Soit § un fibre homogene sur CH 2 , provenant 
d'une representation pe de U1SU2 dans l'espace vectoriel E. Sur la sphere S 3 = 
U1SU2/S 1 , les sections L 2 de $ se decomposent en 

(1.1) L 2 (S 3 , S) = ® P V P ® (V p ® ^) sl , 

oü la somme court sur toutes les representations irreductibles p de U1SU2 (dans 
V p ). La section de § correspondant at)®to G V p (V p E) s est donnee par 
l'application 5' 1 -equivariante s v ® w : UiSU 2 — > Vo definie par 

Une section de $ sur Ci? 2 tout entier se decompose ainsi sur la somme (jl.ljl avec 
des coefficients dependant du rayon r : il sera commode de prendre v fixe et w 
dependant de r, soit s = v ® w(r). 
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Ces notations posees, la derivation covariante sur $ est donnee par les formules 
(voir IBiqOOt 1.2. A]) 

(1.2) Vx s = v ® d r w, 

(1.3) V Xl s = -v <g> ^coth(A i r)p £ (F i ) + — ^L-^p^JJ z > 1. 

Bien entendu, les representations pe et p qui apparaissent dans ces formules sont 
en realite les differentielles (pe)* et induites sur l'algebre de Lie Ui © 5U 2 ; en 
l'absence d'ambiguite, nous les notons par le meine symbole. 

1.1.3. L'action des Yi. Domions tout d'abord une base de so(m) = f2 2 m; il est 
bien connu qu'il y a une decomposition 504 = su 2 ©su 2 correspondant ä la decom- 
position en formes autoduales et antiautoduales Q 2 = Q + © Q~ ; explicitement, 
si * est l'operateur de Hodge (donc *(X A X\) = X 2 A X 3 , etc.), on peut poser 
pour i ^ 1 

(1.4) af = X AX i + *{X Q AX i ) 

(1.5) = -X A X, + *(X A X { ) 

Les signes ont ete choisis de sorte que l'on ait les meines relations pour les deux 
bases (af) et (o~~), ä savoir 

(1.6) cr 2 ] = 2(T 3 , [cr 2 , cr 3 ] = 2a u [<T 3 , <7i] = 2<x 2 . 
Maintenant, on peut calculer explicitement 

! ( „) *-f ) 

et on verifie aisement que l'action adjointe des Kj sur m est donnee par 

(1.7) n = ^r-§<tf, y 2 = ^, n = * 8 ~ 

Cela explicite la formule ()1.3j) . 

Finalement, l'action infinitesimale du S" 1 qui stabilise X est donnee par 

(1.8) £ = ( x+ + ar. 
1.2. L'operateur de Dirac. 

1.2.1. Les spineurs de CH 2 et l'operateur de Dirac. Soit 5? = S e>+ © ^"les 
spineurs de CH 2 . Comme representations de UiSU 2) le fibre provient de 
la representation p + de U\ sur S + = Ci © C_i, tandis que provient de la 
representation tautologique p~ de SU 2 sur S* - = C 2 . 



3 / 1 

9w = X ■ d r w - Vi» • coth(A J r)p (F i ) + . ... p(Yj 

\ smn(Ajr) 
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Soit $ un fibre homogene, associe ä la representation p E de UiSU 2 , alors 
l'operateur de Dirac tordu @ : y~ <S> <^ — > ^ + <S> ^ est donne par 

4 

i 

En termes de la decomposition harmonique (jl.ljl . compte tenu des formules (II . 2j) 

et (jl.3J) . cela se traduit sur la section s = v <g> u>(r), oü w(r) G (lp <E> S* - <E> E) s , 

par un Operateur agissant sur w seulement : 

3 ! 

)X { ■ ( coth( X l r) Po (Y i ) + . ) p(Y t ) ) 
/ V smh(Ajr) / 

oü po = p~ ® est la representation de U1SU2 sur S 1 " £g> E 1 . Le resultat est une 
fonction de r, ä valeurs dans (V p <S> S + (g) ; pour revenir dans le meine espace 
(lp <8> (g> , il sera commode de considerer l'operateur 

d r ■ $w = -d r w - VXo-^r f coth(Ajr)p (^) + • ryr ^ p( Y i) j ™- 
^ V smh(Air) / 

L'action de Clifford de X Xj sur S _ n'est autre que — p~(<7~), d'oü resulte la 
formule : 

(1.9) d r ■ @w = -d r w + YV(ar) ( coth(V)p (li) + . * r p(y<) ) w. 

*— J \ smn(Ajr) / 

1.2.2. L'operateur de Dirac sur y± ' . On notera 

s? = e e s ± , y± = & i y ± 

les puissances symetriques Liemes. Comme S~S^ = S± © S2 , on dispose d'un 
Operateur de Dirac 

2 : y± — > y + y 3 ~. 

Lemme 1.1. Si la metrique est autoduale, alors S) 2 : y~y% — > y~yf 
preserve y^ et y^~ . 

Demonstration. La projection Ol 2 : y± — > y^ es ^ un Operateur tensoriel donnee 
par l'action d'un morceau de la courbure ; le seul possible ici est W~ G J^ 4 ~. □ 

L'operateur 

d r ■ 9 : y-y^ — ► y-y^ 

a ete calcule par la formule ()1.9|) : dans la somme y y 3 — ^ 4 ffi y 2 , il se 
decompose en 

1 B -dr + D ) ' 
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oü A, B, C et D sont des Operateurs differentiels qui ne derivent les spineurs que 
dans la direction des spheres S r . 

Lemme 1.2. On a l'identite 

@d r ■ +d r ■ 9 = -2V ör +trl, 

oü I est la seconde forme fondamentale de la sphere S r . 

Demonstration. On a les egalites, en utilisant notre base orthonormale (Xi) teile 
que X = d r , 

3 

@d r -a = J2 X i-VxAdrO-) 


3 

= J2 X * ■ i^xßr) -cr + Xt-dr- V Xt a 



3 

= (trl)o- - V 8r a -^dr-Xf W Xt a. 
l 

□ 

II resulte du lemme que l'on a l'identite 

ißr ■ 9) 2 = @ 2 + (tri - 2V dr )d r ■ 9. 
Compte tenu du lemme H~T1 cela impose l'identite 
(1.10) V dr B + BA = {til- D)B. 

On en deduit le resultat suivant : 

Lemme 1.3. Supposons que l'on ait une section o de ,5?^ teile que : 

(1) (-d r + A)a = 0; 

(2) Ba = pour une valeur de r ; 

alors Ba = pour tout r, c'est-ä-dire 3>o = 0. 

Demonstration. L'equation (|1.10|) et la premiere condition impliquent 

V dr (Ba) = (tri- D)(Bo), 

ce qui donne le resultat. □ 

1.2.3. Decomposition harmonique. Analysons maintenant cet Operateur de Dirac 
du point de vue de la decomposition harmonique. La decomposition (jl.l|) fait 
intervenir des elements w G (V p S^) sl . Or, les representations p de UiSU 2 sont 
indexees par deux entiers K e Z et L 6 N, de sorte que 

V p = C K g> S L , 
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oü Ui agit avec poids K sur Ck et SU 2 agit sur S L = S L . D'apres ()1.8p . l'action 
du generateur £ = + de S 11 sur V^S^" est par 

iCK' + fci + Afe), 

oü les fci G {— L, — L + 2, ■ ■ • , L} sont les valeurs propres de l'action de — iaf sur 
S L , et &2 ^ {0, ±2, ±4} celles de l'action sur St- En particulier : 

(1.11) k 2 = -K-k 1 , 

donc (V p S^) s = si |ü£T| > L + 4, et en general 

dim(V^^ 4 -) 51 ^ 5, 

avec egalite si \K\ ^ L — 4. 
On va en deduire : 

Lemme 1.4. L'espace des Solutions de 3>a = sur CH 2 — {*} avec a provenant 
de la representation V p = CkS l comme dans M. 1\) est de dimension : 

- 2dimV p si \K\ ^ L -4; 

- dim V p si L - 4 < \K | < L + 4. 

Demonstration. Pour le spineur er correspondant ä t> ®u>(r), oü t> est fixe, l'equa- 
tion 3)o~ = se reduit ä l'equation differentielle ordinaire (— d r + Ä)w = sous 
la contrainte algebrique Bw = : 

- pour \K\ ^ L — 4, w(r) G (V^S^) 5 qui est de dimension 5, donc l'espace des 
Solutions de l'equation (—d r + Ä)w = est de dimension 5 ; on doit ajouter 
la contrainte Bw(r) = 0, mais Bw(r) G (VpS^) 5 avec dim(\/ S'^")' s = 3 : 
compte tenu du lemme 11.3t ü suflit d'imposer la contrainte pour un seul r et 
donc, v etant fixe, l'espace des Solutions w telles que 3to = est de dimension 
2; 

- pour L — 4 < ^ L + 4, la meine analyse de dimension amene ä un espace 
de Solutions de dimension 1. 

□ 

1.3. Spineurs harmoniques L 2 . Le lemme fOl donne l'espace des Solutions de 
l'equation = en dehors de l'origine *. Nous regardons maintenant quelles 
Solutions se prolongent ä l'origine. Puisque est un Operateur elliptique, cela est 
le cas si et seulement si a est dans l'espace L 2 au voisinage de *. Nous determinons 
egalement les Solutions L 2 ä l'infini. 

1.3.1. Calcul de l'operateur de Dirac sur 5^^ . Nous appliquons la formule (|1.9|) 
pour l'operateur de Dirac sur ^f, donc po est maintenant la representation sur 
S7 , en particulier po{&t) = 0. Compte tenu de Y\ = |cr^ — ^a^ par ()1.7|) . on 
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obtient 

3 ^ 1 3 

d r ■ $ = -d r + cothr^p )p (a i ) + — j^^P~(^ r )p(^r) 
_ _ / coth2r _ 1 1 

+ p_((Tr) v ( ~ — C0th ^°(O + - -K7)^r 

3 

2sinh2r v 1 1 ; 
Puisque le generateur du stabilisateur S 1 est crf + o"^, l'action sur (V^> ® »ST) 51 
de (p + po)(c"i") — p(°i~) es t egale ä celle de — (p + p )(a±), et 011 obtient par un 
calcul facile 

3 1 3 

(1.12) d r ■ 9 = -d r + cothrj] p-(a-)p (a-) + —^-J^P'MpM 

tanhr tanhr 

- — p-(Opo(0 - T^^^^D^D • 

1.3.2. Comportement ä Vorigine. Poursuivons le calcul quand r — > 0, on obtient 



1 3 

<9 r • ~ -<9 r u> + - ^2 P _ (0(Po + p)(°". r )u>. 



Voyant p comme la representation sur C S~S^, et en tenant compte de 
l'identite Yl\ P~ (. a l) 2 = — 3, il suit 

3t/7 1 ^ 

(1.13) d r ■ @W ~ -9 r W - — + - 5]P"( (7 l ")(P3 + P)(^H 

1 

Lemme 1.5. SW Za representation S ® Sg = Si+i © S^_i de 5u 2 , on a l'identite 

-£ sur Se + i 



£ + 2 sur S , £ _i 



$^Pi(^)pK^) 

1 

Demonstration. Tout d'abord, l'operateur de Casimir sur Sg est donne par 

3 

<£(p*) = -X>fo) 2 = *(* + 2). 
1 

Puis on ecrit 

XPi + p^)(^) 2 - Pi(^) 2 - P^i)' 



3 1 / 3 

^Pi(^)pK^) = 2 $J 

1 V 1 



= ^(-€( / 9i(8)p < ) + £( / 9i) + €(p < )) 



AUTODUAL EINSTEIN VERSUS KÄHLER-EINSTEIN 

d'oü on deduit le resultat, vu la decomposition p 1 © p e = p e+1 © pt-i- 



11 
□ 



Calculons ä present le terme algebrique dans l'equation ()1.13|) : nous avons une 
decomposition 

S^Sl = Sl+3 © Sl+1 © Sl-1 © Sl-3- 

Tensorisant avec la representation S = S±, les composantes de SiS^Sl correspon- 
dantes sont donnees par le tableau de representations : 

/-. j\ Sl+4 Sl+2 Sl Sl-2 

\ J Q Q Q Q 

^>L+2 iJL iJL-2 >JL-4 

En appliquant le lemme fT~5|. on obtient le tableau suivant de valeurs propres pour 
le terme J2i Pi(v%){p2, + PL)(<Ji) ■ 

ril ^ -(L + 3) -(L + l) -(L-l) -(LS) 

1 ' J L + 5 L + 3 L + l L-l 

Pres de l'origine, l'equation (jl.l3j) nous indique que, sur chaque morceau de la 



decomposition de S1S3SL dans (jl.141) . 

(1.16) d r ■ @w ~ t-d r + ~ 3 + X )w, 

r 

oü les A sont les valeurs propres calculees en (|1.15|l . Cela nous fournit des Solutions 
de Dirac avec comportement asymptotique en r~ 3+A pres de l'origine, donc les 
Solutions qui se prolongent ä l'origine, c'est-ä-dire qui sont L 2 pres de l'origine, 
sont Celles avec comportement asymptotique dans les composantes ä 

*>§■ 

De plus, nous voulons nous limiter aux Solutions s G ^ 4 . Regardons d'abord le 
cas oü \K\ ^ L — 4, donc w(r) G (V P ®S^) S qui est de dimension 5. Remarquons 
que, dans le tableau ([1.14p . les representations Sz,±4 ne peuvent provenir que de 
SlS^ C SlS^Si (et pas de S^S^ C SlS^Si), alors que les autres representations 
peuvent provenir des deux morceaux. Algebriquement, cela signifie que (V P ®S^) S 
et (V p © S^) s se decomposent sur ()1.14|) en 

(V p © 5 4 ~) sl = P L+4 © P L +2 ®Pl® P L -2 © Pl-a, 

(V p © S 2 ) sl = Q L+2 ®Q L ® Ql-2, 

avec tous les P{ et les Qi de dimension 1, et Pl±a C Sl±&, mais pour i — 0, ±2, 

Ph±i © Ql±i C OL±i © Slü- 

Quand r — > 0, la forme asymptotique ()1.16j) de l'operateur de Dirac d r ■ @w(r) 
preserve donc Pl±a- En revanche, pour i = 0, ±2, les valeurs propres A sur les deux 
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copies de Sl±u calculees en f!1.15|) . sont distinctes, donc Pi±i n'est pas preserve : 
la projection sur Ql±i est non triviale, c'est-ä-dire la projection sur .y 2 ~ de d r ■ *3)s 
est non nulle. On en deduit que l'espace des w(r) G (S^V P ) S tels que <3)w = 0, qui 
est de dimension 2 d'apres le lemme fOl possede quand r — > un comportement 
asymptotique donne par des w(r) G Pl+4 © Pl-4 (et reciproquement, un tel 
comportement asymptotique determine une unique Solution). Le calcul des valeurs 
propres A nous indique que la condition A > — 1 n'est verifiee que sur Pl-a- 
Ainsi l'espace des Solutions de *3)o = provenant de la representation p, et se 
prolongeant ä l'origine, est de dimension dim V p . On en deduit la premiere partie 
du lemme suivant : 

Lemme 1.6. L'espace des Solutions de 3)s = sur CH 2 avec s provenant de la 
representation V p = CkS l comme dans hl.l)) est de dimension : 

- dimV p si \K\ < L - 4 / 

- szL-4< \K\ < L + 4. 

Demonstration. II ne reste ä analyser que le cas L — 4 < \K\ ^ L + 4 : de maniere 
similaire, seule la composante Pl_4 peut fournir des Solutions L 2 pour l'operateur 
de Dirac, donc il suffit de voir quand eile est encore presente. D'apres l'egalite 
fll.lljl . les poids k\ sur Sl et k 2 sur S4 subissent la contrainte k\ + k 2 = —K; or 
le poids correspondant sur SlS^ est justement ki + k 2 , donc une projection non 
nulle sur Sl_4 ne peut exister que si \ki + k 2 \ ^ L — 4, soit \K\ ^ L — 4. □ 



1.3.3. Comportement aVinfini. Considerons ä nouveau s provenant de v<g>w(r) G 
V p ® (Vp ® S^) 5 pour la representation p de U1SU2 sur = Ck £g> S L . A partir 
de l'equation ([1.120 . avec p la representation sur S~[, on obtient : 

1 _ 3 

<9 r • 3>w d r w - -p (a x )po(o- 1 )w + p (<r i )p {a i )w. 

A 1 
Voyant S± C S^S^ , cela nous donne 

5 1 3 _ _ _ _ 

<9 r ■ ®w ~ -ö r w - -w - -p (o-a )p 3 (<rf)w + ^ P )p 3 (trr) w 

Le dernier terme a ete calcule dans le lemme IT31 et est egal ä —3 sur S± . On en 
deduit 

<9 r • d r w - —w - -p-(a-)p-(a-)w. 

Les valeurs propres de p~(crf) sont ±i, et Celles de pg (crf) sont ±i et ±31 
On en deduit que la plus grande valeur propre de — p~(crf )p 3 (crf ) est 3, et par 
consequent on obtient u> = 0(e _4r ), donc les Solutions sont L 2 ä l'infini; plus 



AUTODUAL EINSTEIN VERSUS KÄHLER-EINSTEIN 



13 



precisement, on peut meme ecrire 

(1.17) w = w 0O e- 4r + 0(e- 5r ), 

oü Woo est dans l'espace propre de — p~(o~i)p 3 ~ (crf) pour la valeur propre 3. Cet 
espace propre n'est autre que le sous-espace P_4 ©P4 C ^ des vecteurs de poids 
±4, il est donc de dimension 2. 

On a ainsi obtenu le resultat suivant. 

Lemme 1.7. Toutes les Solutions s de *2Js = 0, provenant de la representation 
p, sont L 2 ä Vinfini. Plus precisement, elles verifient 

s = Soo e- 4r + 0(e- 5r ), 

oü Soq est une section sur la sphere ä Vinfini S 3 du sous-fibre J? de SP± constitue 
des spineurs de poids ±4z pour Vaction de <rf . 

Remarque 1.8. La definition ()1.5|) de crf est intrinseque ä l'infini, puisque X = d r 
et X\ = JXq. En identifiant avec (5gf2~, on peut identifier ß aux formes 
engendrees par a^a^ — o~ z a^ et c^cr^ + a^a^ ■ 

Autre Interpretation : l'application u — > — Xqjuj permet d'identifier Q~ avec 
l'espace engendre par (Xi, X 2 , X 3 ), et le sous-fibre ß est l'espace des endomor- 
phismes symetriques, sans trace, de l'espace engendre par X 2 et X 3 . Sur le bord, 
on a TS 3 = Ri?©ker r], avec R le champ de Reeb de la forme de contact Standard 
77 sur S 3 , et la base (X , . . . , X 3 ) s'identifie ä 

(d r , sinh(2r).R, sinh(r)/i, sinh(r) Joh), 

oü h est un vecteur unitaire de ker^. Ainsi, le sous-fibre s'identifie ä ©gker?], 
c'est-ä-dire au fibre des deformations infinitesimales de la structure CR, voir (|2.1j) . 
II est important de noter le poids qui apparait : une section T de &l ker rj donne 
la section sinh 2 (r)r de Jf, qui est de norme non nulle par rapport ä la metrique 
hyperbolique complexe. 

Remarque 1.9. Les sections Soo de ß ne sont pas toutes des valeurs ä l'infini 
de spineurs harmoniques, meme localement : en effet, on peut calculer que la 
resolution formelle du probleme *3)s = avec donnee admet une obstruction 
donnee par un Operateur differentiel d'ordre 2 sur s^. 

Remarque 1.10. L'application « valeur ä l'infini » fournie par le lemme est don- 
nee entre des espaces de dimension finie, provenant de la representation p. Le 
lemme ne dit rien sur la regularite de la valeur au bord d'un spineur harmonique 
quelconque. 

1.4. Calcul et conclusion. Les Solutions de l'equation 3ls = provenant de 
la representation p forment un espace de dimension 2 d'apres le lemme 11.41 Par 
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consequent, toujours en se restreignant ä p, l'application valeur ä Tinfini, s — > s^, 
fournie par le lemme 11.7) est une application entre deux espaces de dimension 
2. Par un calcul explicite, on va maintenant montrer qu'il s'agit en fait d'un 
isomorphisme, et donc que l'application qui ä un spineur harmonique L 2 , s, associe 
sa valeur ä l'infini Sqo, est injective. 

1.4.1. Solutions explicites de Vequation de Dirac. Nous ramenons l'equation <3)s = 
0, qui est, sur chaque representation, un Systeme differentiel d'ordre 1, ä une seule 
equation d'ordre 2, dont les Solutions sont fournies en terme de fonctions hyper- 
geometriques. 

Pour alleger la redaction, certaines etapes intermediaires seront laissees au 
lecteur. 

Rappeions qu'ä partir de la representation de SU2 donnee par les relations (jl.6j) . 
on obtient une representation (H, X, Y) de sl 2 en posant o~\ = iH, Y = \{cr2+icr^) , 
X = \{-a 2 + i<r 3 ). Ainsi, [H, Y] = -2Y, [H, X] = IX et [X, Y] = H. 

Revenons ä l'operateur de Dirac 1)1.12)) . et ecrivons, pour une section de ^4", 

^ , tanhr tanhr „ 2 „ 2 ^ 

d r ■ S> = -d r - 6 cothr + -—- + -—- A - — — B - — — C, 

2 2 sinn 2r sinlir 

oü A, B, et C sont les Operateurs algebriques donnes par 

A = p-(H)pZ(H), B = p-(H)p(H), 
1 3 

C = -- Y^P"^i)p^i) = p-(X)p(Y)+p-(Y)p(X). 
2 

II s'averera utile de faire le changement de variable u = sinh 2 r, de sorte que 
l'operateur ä analyser devient 

11 u , 

P = -2u(l + u)d u -6-—U+-A-B- 2V1 + uC. 

Pour calculer ces Operateurs, nous choisissons des bases construites de la maniere 
suivante : soit e un vecteur de plus haut poids pour S (ainsi (e, Ye) forme une 
base de S), f un vecteur de plus haut poids pour S3 (donc (e, . . . , Y 3 e) est une 
base de S 3 ) et g un vecteur de poids K dans Sl. 

Des vecteurs de plus haut poids S4 et ti pour 5*4 et 5*2 vus ä l'interieur de SS3 
sont donnes par 

S4 = e f, t 2 = e(Yf) - 3(Ye)f. 
A partir de lä, on obtient pour 5*4 et 5*2 les bases (34, S2 = Ys^, so = Y 2 S4, . . . ) et 
(t 2 ,t Q = Yt 2 ,t-2 = Y 2 t 2 ). 

Plagons-nous dans le cas oü \K\ ^ L — 4, ce qui est legitime puisque, d'apres 
le lemme [TTü| il n'y a pas de spineur harmonique L 2 pour \K\ > L — 4. L'espace 



AUTODUAL EINSTEIN VERSUS KÄHLER-EINSTEIN 



15 



(S±Sl) s1 est alors de dimension 5, engendre par (04 = s 4 Y 2 g, a 2 = s 2 Yg, crn 
s g, cr_2 = s_ 2 Xg, cr_ 4 = s_ 4 X 2 g), et de meme on a une base (r 2 = t 2 Yg, r 
t g, r_ 2 = t„ 2 Xg) de (S 2 S L ) S \ 

Nous calculons ä present les Operateurs A, B et C. 



Affirmation. On a les identites 



Aa 4 = 3a 4 , Ba 4 = (K - A)a 4 , Ca 4 = HW-V-W*-*) _ T2 ), 

Aa 2 = r 2 , £?a 2 = *^(a a + r 2 ), Ca 2 = a 4 + L(L+2) -f (i ^ 2) (g - r„), 

Ao- = -er , ßer = •K'to, Ccr = ±(3cx 2 + r 2 ) + ~(cr_ 2 - r_ 2 ). 

La verification de ces formules est laissee au lecteur. 

Nous pouvons maintenant calculer, pour un spineur a = ^2_ 4 aia^ la projection 
de d r ■ S#<J sur r 2 e (S 2 Sl) s1 ■ La formule pour l'operateur de Dirac indique que 
seuls les composantes crn, <r 2 , o 4 contribuent et on obtient 
(1.18) 

/« ff-2\ / L(L + 2)~(K-2)(K-4) 1 

ir T0 Pa = a 2 — 2v 1 + w a 4 H — an 

V 2 2 ) \ 16 2 

Cette egalite est une contrainte exprimant an en fonction de a 2 et a 4 , quand er 
satisfait l'equation @a = 0. 

Calculons egalement les projections de Pa sur a 4 et o~ 2 : 

(1.19) 



II 3 

■K a4 Pa = —2u(l + u)d u a 4 + (-6 — — u + -u — (K — 4))a 4 - 2y/l + wa 2 , 



;i.2o) 



11 Ä"-2, 
7r CT2 Per = -2w(l + u)ö u a 2 + (-6 - —u — )a 2 

,L(L + 2) - (K-2)(K-A) 3 



- 2Vl + u( — a 4 + -a ). 

lo 2 

Remplagant a et a 2 en fonction de a 4 gräce aux equations ()1.18|) et f)1.19j) . l'equa- 
tion flT~2Ül) devient 

. n9 , . n -(u + l)L(L + 2) + (K 2 - AK + 60)w + 24 

u{u + l)d 2 u a 4 + (7u + 6 9 tt a 4 + 1 ; 1 \ / — — ; a 4 = 

4w(tt + 1) 

dont les deux Solutions s'expriment en terme des fonetions hypergeometriques 
(voir |WW271 chapitre XIV]) : 



u 2 



-3/ 



1 + u)^- x FC-^—-^ - 2, ^— — ; — L; -u 



K — L K-L 



2 



u" 2 l + m -^F — ? 1, — ^- + 1; L + 2; -w 
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En se rappelant que u = sinh 2 r, ces formules fournissent un comportement 
asymptotique en en r _L_6 et r i_4 , c'est-ä-dire le comportement trouve sur 
les composantes Sl+a et Sl-a dans la formule p.!6jl . La premiere des deux Solu- 
tions ne se prolonge pas ä l'origine, et on en deduit la formule, pour une constante 
A 4 , 

o 4 (r) = A 4 sinh(r) L - 4 C osh(r)^- 2 F(^-^ - 1, + 1; L + 2; - sinh 2 r). 

Sachant que si a < b et z — > +oo, on a |WW27| 14.51] 

\ „_.r(c)r(6- a ) 



F(a, 5; c; 



r(6)r(c - a) 

on deduit que, pour r — > +oo, 

1 / L + 2 \ A A 



a 4 {r 



L + 2 \(K + L)/2J sinh(r) 4 ' 

On voit lä encore se confirmer le comportement asymptotique ä l'infmi predit par 
le lemme fT~71 

1.4.2. Conclusion. Du calcul precedent, on deduit le lemme suivant. 

Lemme 1.11. L'application associant ä un spineur s, harmonique L 2 sur CH 2 , 
sa valeur ä Vinfini Soo, est injective. □ 

Resumons ä present les resultats precedents gräce ä la definition suivante. 

Definition 1.12. Notons 5^~(±4) les spineurs de poids ±4i pour crf. Soit p 
une representation irreductible de UiSU 2 , on notera J + C V p ® (V P S 4 (±4)) s 
l'espace des valeurs ä l'infmi des spineurs harmoniques dans y± provenant de la 
representation p. On notera ^ + l'espace des sections de ß sur S 3 engendre par 
les J+. 

Les lemmes H~d1 et HTTI indiquent que est non nul seulement quand \K\ ^ 
L — 4, et qu'il est alors de dimension dim J + = dim V p . 

Remarque 1.13. Nous n'avons defini aucune topologie sur ^ + - Ä l'occasion, on 
precisera toujours la regularite des sections concernees, par exemple L 2 {^ + ) 
pour les sections L 2 . 

Un peu plus de travail apres le lemme 11.111 permet de montrer qu'en realite 
l'application — > o qui ä une valeur ä l'infmi dans associe le spineur 
harmonique correspondant est continue entre espaces L 2 . Dans la suite de cet 
article, nous n'aurons pas besoin de ce fait, les spineurs harmoniques arrivant a 
priori avec une regularite süffisante. 
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2. Metriques ACH 

2.1. Les metriques asymptotiquement complexe-hyperboliques. Dans cette 
section, nous reprenons quelques bases sur les metriques ACH (asymptotique- 
ment complexe-hyperboliques), etudiees dans |Bi qOO| et |BHj . avec la perspective 
de generaliser les enonces au cas oü la donnee sur le bord n'est plus C°°. 

2.1.1. Metriques ACH. La metrique hyperbolique complexe peut s'ecrire 

9ch 2 = dr 2 + sinh 2 (r)7o + sinh 2 (2r)r7 2 , 

oü rj est la forme de contact Standard sur la sphere S 3 , et 7 (-, ■) = dr)(-, Jq-) est 
la metrique dans les directions de contact, provenant de la structure complexe J 
dans les directions de contact. 

Rappeions que les deformations J de la structure CR sur les directions de 
contact sont parametrees par les G £lj Q ® Ty Q , de sorte que 

(2.1) + 

Un tel (f) est equivalent ä la donnee de 1'endomorphisme anti- Jo-lineaire <fi + (f) de 
ker?], qui est une section du fibre Jß des endomorphismes symetriques ä trace 
nulle de ker rj. 

A une structure CR J est associee une metrique 7 dans les directions de con- 
tact. On peut alors construire une metrique ayant asymptotiquement le meine 
comportement que la metrique hyperbolique complexe, ä savoir 

(2.2) 3 = rfr 2 + e 2r 7 + e 4y_ 

Plus generalement |BiqOO| , on dira que la metrique g est ACH (asymptotiquement 
complexe-hyperbolique) si, pres de Finfini, 

(2.3) £ = dr 2 + e 2r 7 + e 4 V + 0(e~ r ), 

oü le 0(e~ r ) est mesure par rapport ä la metrique go (on demande aussi que les 
derivees satisfassent la meme decroissance). La courbure de g ä Finfini s'approche 
alors ä Fordre 0(e~ r ) de celle de g , et J (ou 7) est appele Finfini conforme de g. 

Exemple 2.1. Voyons la metrique hyperbolique complexe comme la metrique de 
Bergmann sur la boule dans C 2 . Si on deforme la boule en un domaine pseudo- 
convexe de C 2 , on peut construire une metrique Kähler-Einstein, la metrique de 
Cheng-Yau [CY8Ö] . qui est ACH. 

2.1.2. Metriques d'Einstein. Plus generalement, toute petite deformation J de 
la structure CR Jq est Finfini conforme d'une metrique ACH Einstein [BiqOO, 
chapitre I]. 
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Le comportement asymptotique ä un ordre eleve de cette metrique d'Einstein 
a ete etudie dans BH, theoreme 3.3 et corollaire 3.4] : plus precisement, une 
structure CR J est toujours le bord d'une structure complexe formelle locale ; 
etant donne J sur le bord, on peut construire un developpement explicite d'ordre 
4 pour une metrique ACH g, d'infmi conforme J, Kahler- Einstein ä l'ordre 4 + 5 
pres de l'infini (0 < 5 < 1). Cette metrique a la forme suivante : le terme principal 
est g defini par ()2.2j) . puis on obtient 

(2.4) 9 = 9o + e~ 2r g 2 + e~ 3r g 3 + e~ Ar g A + 0(e~ 5r ), 

oü les termes gi sont des termes sur le bord, obtenus non lineairement ä partir 
de J, mais impliquant au plus i derivees horizontales de J. II s'agit donc d'un 
developpement partiel « polyhomogene ». Cette metrique est d'Einstein ä un ordre 
eleve, Ric 5 +6g = 0(e~ 5r ), et le terme d'ordre e~ 5r implique au plus 5 derivees 
horizontales de J (Ric^ lui-meme implique 6 derivees de J, mais la derivee sixieme 
n'apparait qu'ä l'ordre 6). 

La metrique asymptotiquement Kähler-Einstein g est une excellente approxi- 
mation de la metrique d'Einstein g qui remplit J. Plus precisement |BH[ corollaire 
5.4], 

(2.5) g = g + Te- 2r + 0(e- ii+6)r ), 

oü T est une section sur S 3 du fibre ß des endomorphismes symetriques ä trace 
nulle de kerr/ (donc Te~ 2r est un terme homogene d'ordre 4) ; si J est C°°, alors 
il en est de meme pour T. 

Dans la suite de cette section, nous allons developper quelques outils pour 
comprendre la regularite de la metrique g quand J n'est plus lisse. 

2.1.3. Espaces fonctionnels. Commengons par introduire quelques espaces fonc- 
tionnels sur le bord. On y dispose de la connexion de Webster, V w . Celle-ci peut 
etre etendue ä l'interieur de la maniere suivante : pour une metrique ACH, ayant 
le comportement asymptotique (|2.3jl . la derivee covariante Va r permet d'identi- 
fier les fibres tangents sur les spheres concentriques (les vecteurs paralleles sont 
approximativement d r , e~ 2r R, et e~ r h pour h un vecteur de contact) ; le tire en 
arriere de V w , que l'on notera ä nouveau V w , definit alors une connexion ä 
l'interieur. Par BH ( Corollaire 2.3], on a en realite 

(2.6) V = \7 W + a + O(e- r ), \7 w a = 0; 

dans cette formule, les derivees du 0(e~ r ) ont la meme decroissance. Dans le cas 
particulier de CH 2 , on a la formule explicite (jl.3|) dans laquelle les termes p(Yi) 
fournissent la connexion de Webster et les termes Pe^Xi) fournissent la correction 
a ; cette correction a est la meme pour toutes les metriques ACH. 
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On notera □ le laplacien (hypoelliptique) associe ä la derivation dans les di- 
rections horizontales, 

2 

i=i 

oü [hi, h 2 ) est une base orthonormale du plan de contact. Enfin, on notera FS k 
l'espace des fonctions (ou sections d'un fibre) sur S 3 , ayant k derivees horizon- 
tales dans L 2 : ce sont les espaces de Folland-Stein jFS74j . Plus generalement, 
nous aurons besoin d'espaces avec un nombre de derivees fractionnaire, FS S , que 
l'on peut definir ä partir de la theorie spectrale de □ : notons A 2 ses valeurs 
propres (A ^ 0), si / = fx es ^ l a decomposition de / sur les espaces propres 
correspondants de □, alors l'espace FS 5 est defini par la norme ^ a (1 + A) 2<5 ||/a|| 2 - 
Passons maintenant aux espaces fonctionnels sur CH 2 . Nous avons l'espace 
de Sobolev classique H k des fonctions ayant k derivees dans L 2 . Nous utiliserons 
aussi la version ä poids, en notant Hg l'espace des fonctions / telles que e^ s ~ 2 ' r f G 
H k ; la Convention est choisie de sorte que la fonction e~ dr soit dans Hg si et 
seulement si d > 5. 

Dans ces espaces de Sobolev, la derivation suivant une direction horizontale de 
S 3 est toujours affectee d'un poids e~ r . Or il sera utile de considerer des espaces 
fonctionnels avec une meilleure regularite horizontale. Cela nous mene ä definir, 
pour l ^ k, l'espace H s ' des fonctions / G Hg telles que x( r )(V)^)^/ G H k ~ l , oü 
x(r) est une fonction de coupure, teile que x( r ) — 1 pour r ^ R + 1 et x( r ) = 
pour r ^ R, pour un R > suffisamment grand. 

Un point important est qu'on peut supposer que les diverses structures CR sur 
le bord (proches de la structure Standard) ont la meme structure de contact sous- 
jacente : il en resulte que les espaces fonctionnels definis plus haut ne dependent 
pas de la metrique ACH choisie. En particulier, on peut utiliser la metrique 
hyperbolique complexe gern et la structure CR Standard Jo sur le bord pour les 
definir. 

Dans toute la suite, on supposera £ fixe tres grand, de sorte que FS e C C° ; 
en particulier, cela implique que les espaces FS l ,...,FS e+4: que nous considererons 
soient stables par multiplication, c'est-ä-dire soient des algebres. Nous demandons 
la meme chose pour les espaces de Sobolev H k . 

Remarque 2.2. Si on a une fonction / G Hf 1 , alors Rf = —[h, Jh]f + [h, Jh]nf G 
L 2 _ ly ce qui est mieux que e~ 2r Rf G L 2 . Cela reste valable pour une section d'un 
fibre. 

2.1.4. Operateur de prolongement. Si une fonction / est donnee sur le bord ä 
l'infini, on peut chercher ä prolonger / ä l'interieur en une fonction EqJ ayant la 
meilleure regularite possible. Cela est realise ä travers la construetion suivante. 
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Partons de la decomposition de / sur les espaces propres de □, et posons 

^o/ = x(r)^/Ae- Ae " r , 

A 

oü, comme plus haut, x es t une fonction de coupure valant 1 pres de l'infini et 
pres de 0. 

Lemme 2.3. Si f G FS 5 avec < 8 < 1, alors f - E f G L] et V(E f) G Hf 3 
(avec normes contrölees par WfWps 6 )- 

Remarque 2.4. II est clair que [E , □] = 0. Par consequent, si / G FS e+s , alors 

nlEof-nlfeLl 

Demonstration. Posons g = d r ^2 f\e~ Xe r = ^ e ~ r f\ e ~ Xe , alors 

En utilisant le fait que voP ~ e 4r , on est ramene ä contröler, en utilisant 5 < 1, 

(2.7) V ||M| 2 / \ 2 e 2( ~- 1+5 >e- 2Xe ~ 2r dr = V A 2ä ||M| 2 / u 2 ^e~ 2u — 
x x u 

<cj2^\\M\ 2 

X 

d'oü resulte l'estimation 

lbllif(r>ß) ^ c II/IIfS' 5 ' 
qui implique en particulier / — E f G L 2 . 

Une derivation tangentielle dans une direction de contact (toujours accom- 
pagnee d'un facteur e" r dans VE f) se traduit par la multiplication du terme 
fx& Xe r par Xe~ r , et donc satisfait la meine estimation. Plus generalement, une 
derivation ä l'ordre k dans les directions de contact equivaut ä une multiplica- 
tion par X k e~ kr , se traduisant par le remplacement de u 2 ^~ s ^ par u 2 ^ 5 ^ dans 
l'integrale ()2.7|) : on obtient ainsi un contröle similaire. Le lemme en decoule. □ 

II y a une reciproque qui montre que les valeurs au bord de regularite FS 5 
correspondent exactement aux fonctions dont les derivees decroissent en e~ Sr : 

Lemme 2.5. Si une fonction f satisfait df G L 2 alors f a une valeur ä l'infini 
foo G FS 5 , de sorte que f — f^ G L 2 . 

Demonstration. L'existence d'une valeur ä l'infini f^ teile que / — f^ G L 2 est 
immediate. Prouvons l'estimation FS S : soit x( r ) une fonction de coupure, teile 
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que x{ r ) = 1 pour r ^ R + 1 et x{ r ) = pour r ^ R. Alors 



foo = - d r ( X f) = - (d rX )f + Xdrf 

Ir Jr 



d'oü l'estimation 

\\foo\ 2 ^e 2(1 -^ R J fe* s -V r + e~ 25R J \d r f\ 2 e 2Sr . 

Restreignons ä l'espace propre de □ pour la valeur propre A 2 , et choisissons R 
In A, alors l'estimation devient 

^||/oo|| 2 ^A- 25 (|| e -A/||i i + ||9 r /||i^ 

qui est exactement l'estimation FS S voulue. □ 



Remarque 2.6. Le lemme reste clairement valable si / est une section d'un fibre, 

2 par V w f G L 2 . 



ä condition de remplacer la condition df G L 2 par V w f G L 2 



Le lemme 12.31 donne une approximation d'une valeur au bord / ä un ordre S, 
mais il peut etre utile d'en construire ä un ordre plus eleve : pour obtenir une 
approximation ä l'ordre j + 5, il suffit d'enlever les termes d'ordre 1 ä j dans 
e~ Ae r , en defmissant 



Elf = X(r) E + ~ ^# e ~ 



On obtient alors, de maniere similaire : 

Lemme 2.7. Si f G FS t+s , alors 

(1) Ee f-feL 2 +5 ; 

(2) plus generalement, pour j ^ t, on a niE e f — □§/ e ^£-j+s >' 

(3) V e+1 E e f G H% s . 

Demonstration. La demonstration est la meine que celle du lemme 12.31 □ 

2.1.5. Operateurs elliptiques pour les metriques ACH. Rappeions maintenant brieve- 
ment quelques faits sur les Operateurs elliptiques sur CH 2 , ou plus generalement 
pour une metrique ACH. Ces Operateurs sont redevables de la theorie des « edge 
Operators », voir EMM91 a dans le cas scalaire pour la metrique hyperbolique 
complexe. Soit un Operateur homogene 

P = v*V + ^, 

oü Si est un terme d'ordre 0, suppose inversible dans L 2 , c'est-ä-dire satisfaisant 
une estimation (Pu,u) ^ c||w|| 2 . Le comportement de P est alors gouverne par 
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« l'operateur indiciel », constitue des termes d'ordre ä l'infini : c'est un Operateur 
du type 

-d 2 r - Ad r + A, 

oü A est un Operateur d'ordre 0. Soit A la plus petite valeur propre de A, alors les 
poids critiques de l'operateur indiciel (c'est-ä-dire les poids 5 tels que exp(— ör) 
est dans le noyau de l'operateur indiciel) sont 5± = 2 ± y4 + A, e t P est un 
isomorphisme 

(2.8) P : H k s +2 H k 5 

pour tout poids 5 compris entre les poids critiques, 5- < 5 < 5 + , voir [Riq00 ( 
proposition 1.2.5] (dans cette proposition, l'isomorphisme est montre dans les es- 
paces de Holder, ä partir d'une estimation L 2 (lemme 1.2.3) qui implique aussi im- 
mediatement 1' isomorphisme dans les espaces de Sobolev) ; ce resultat est valable 
aussi bien pour la metrique hyperbolique complexe gcH 2 °i ue P ms generalement 
pour une metrique ACH BiqOO , 1.3]. 

Si on resout le probleme Pu = v avec v decroissant plus rapidement que e~ s+r , 
alors la forme de l'operateur indiciel suggere que 

—S+r i / 
U = Uooß + +U, 

avec Uoo section de l'espace propre % de A pour la valeur propre A, et u' decrois- 
sant plus rapidement que e~ s+r : intrinsequement, on obtient par la limite 

= ü m e 5+r u. 

La regularite de la limite est etablie dans le theoreme suivant : 

Theoreme 2.8. Soit < 8 < 1. Supposons que l'operateur indiciel P sur CH 2 
n'ait pas d'autre poids critique entre 5 + et 5 + + 5. 

1) Sive H$ ++ä alors Uoo G FS 6 (<&) et u - e- s+r E oUoo E H%+ 2 S . 

2) Plus generalement, on obtient ainsi un isomorphisme 

P : FS***{W) © < + + 2 ^ 

defini par (v-oa, u) — ► P(e~ s+r 'EqU^ + u). 

C'est le type de resultat que l'on s'attend ä voir deriver de la theorie des « edge 
Operators » : dans le cas hyperbolique reel, cela est etabli dans |Maz91[ theoreme 
7.14], et dans le cas hyperbolique complexe qui nous interesse, le calcul pseudod- 
ifferentiel a ete developpe dans [EMM91J. Mais il semble difficile de trouver une 
reference qui ne se limite pas aux problemes scalaires, auxquels ne peuvent a priori 
pas se reduire les systemes que nous considerons. Pour etre complet, nous incluons 
ici une demonstration elementaire, similaire ä celle donnee dans |BH[ proposition 
5.2] dans le cas C°°, valable sous les hypotheses techniques suivantes : 
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(1) k > £ : cette limitation est sans importance pour nous, car les Solutions 
d'equations elliptiques que nous regardons sont toujours localement C°°, 
de sorte que Ton peut prendre k aussi grand que Ton voudra ; 

(2) S + — 5- > 2 — 5 : dans les cas que nous regardons, le couple (5_, 6 + ) est 
egal ä celui du laplacien scalaire, soit (0,4). 

Remarque 2.9. Le theoreme est enonce uniquement dans le cas de CH 2 , le seul 
utilise dans cet article : cela permet de simplifier considerablement la demon- 
stration. Cependant il a une portee plus generale : si l'operateur P est un iso- 
morphisme dans L 2 pour une certaine metrique ACH, alors le theoreme demeure 
valable, ä condition d'avoir pour les coefficients de la metrique une regularite 
süffisante (dependant de la valeur de £). Plus generalement, si l'operateur P pour 
une metrique ACH n'est que Fredholm entre les poids 5- et 5 + , alors le theoreme 
12.81 doit etre remplace par l'assertion que P reste Fredholm, avec indice inchange, 
entre les espaces FS^ 5 ^) © Hg++5 ~> H s ' +S Q a demonstration ä partir du 
resultat dans CH 2 se fait comme dans IBiqOOt I.3.B]). 

Demonstration. Tout d'abord, le champ de vecteurs R est une isometrie infinitesi- 
male de CH 2 ; comme P est homogene, on en deduit 

[P,J^] = [P,<] = 0. 

D'autre part, on a la commutation suivantc [BH, lemme 2.6] : soit h un champ 
de vecteurs (de norme 1) dans la distribution de contact, alors 

(2.9) [P,Vr] = 2V e - rJ ,V^ + Q, 

oü Q est un Operateur differentiel d'ordre 2, preservant les poids. Plus precisement, 
Q est element d'une algebre d'operateurs differentiels £}, teile que : 

- l'algebre £} contient les derivations horizontales V^ rft ; 

- si Q G =S est d'ordre j, alors il est continu H$, — > Hg,^ (pour tout 5') et 
FS e+5 © H & ' ++5 — > H s ~^ s (concretement, les termes de Q, d'homogeneite 
par rapport aux poids, contiennent des derivations horizontales, envoyant 
ainsi un terme e~ 5+r Eou 00 dans un espace ä decroissance en e~( 5++5 * )r ). 

Supposons donc l'operateur differentiel P inversible entre les poids 5- et 5+. Soit 
8 > 0, v e Hg +s et u la Solution de Pu = v, de sorte que u G Hg + _ £ pour tout 
e > petit. Tout d'abord, 

PV%u = V^Pu G L 2 + _ 2+5 . 

Utilisant une fonction de coupure x( r ) nulle en dehors de r ^ R, on deduit 
Px^^u G L 2 + _ 2+ g et par consequent (utilisant la condition 5 + — 2 + 5 > <5_) 
xV^fu G H 2 + _ 2+ g, d'oü V^- 2rR u G H 2 ++s , ce qui est le contröle attendu sur cette 
derivee. 
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Pour simplifier l'ecriture de la suite du raisonnement, on omettra ä chaque fois 
l'utilisation de la fonction \. 

On a, d'apres la commutation (|2.9|) . 

PV^u = [P, Vf\u + VfPu G L 2 S+ _ 1+S . 

II en resulte Vjfw G Hg 1+s , soit V^- rh u G Hg . 5 , ce qui est ä nouveau le 
contröle attendu. La forme de l'operateur P = V* V + S% nous indique alors que 
(A designant l'operateur lineaire forme des termes d'ordre ä l'infmi de P) 

Pu - (-öjfit - 4d r u + Au) G L 2 s++5 

et donc 

-diu - Ad r u + Aue Lg ++S . 
Des arguments elementaires sur les equations differentielles ordinaires impliquent 
la convergence ä l'infirii de e s+r u vers une limite Uoo dans le sous-espace propre 
de A correspondant ä ce poids, et 

d r (u-e~ &+r Uoo ) G L 2 S++S . 

De ce contröle et des contröles precedents sur V w u resulte fmalement V w \e s+r u) G 
Lg, d'oü la regularite u^ G FS S par le lemme l2~B1 Le lemme indique alors 
que P(e- 5 + r E oUoo ) G H^ +s . 

Finalement, on deduit que P(u — e~ 5+r E u oo ) G H] ++5 et u — e~ s+r u oc G Lj ++S . 
La regularite elliptique locale pour l'operateur P donne alors u — e~ 5+r ' Equ^ G 
Hg ++S . Si de plus v G H$ ++s , alors on obtient P(u — e~ 5+r E Uoo) G Hg ++S d'oü 
resulte u — e~ 5+r E u oo G H^ 2 5 . Cela demontre le theoreme dans le cas i = 0. 

Supposons ä present que l'on ait la regularite Supplement aire v G H$' +s avec 
k > t. Commengons par l — 1. D'apres la remarque 12. 2^ on a V^v G ^7+^-1 
et donc FV^m G Hg~? s _ v d'oü resulte V^w G i?! Appliquons ensuite la 
commutation ()2.9j) : 

(2.10) PV^u = V^Pu + 2V e -r Jh vY-r R u + Que H^ s , 

d'oü resulte Vjfwoo G FS 1 * 5 et donc u^ G FS S+1 . On obtient le cas general par 
une recurrence sur i comme dans la demonstration de |BHt proposition 5.2]. □ 



2.1.6. Regularite des metriques d' Einstein d'infini conforme FS e+4+s . Pour etudier 
le probleme d'autodualite pour les metriques ACH Einstein, nous avons besoin 
d'etendre l'etude decrite section 12.1.21 au cas oü Pinfini conforme n'est plus C°°, 
mais plutöt dans un espace de Folland- Stein FS l+A+& . On prendra cependant t 
tres grand, comme convenu section 12.1.31 En revanche, on pourra garder ä l'in- 
terieur des metriques de regularite locale C°°. 



AUTODUAL EINSTEIN VERSUS KÄHLER-EINSTEIN 



25 



Reprenons donc la construction de la section 12.1.21 en supposant que la struc- 
ture CR sur le bord, J, ou de maniere equivalente go, est maintenant de regularite 
FS i+A+s . Gräce ä la regularisation des donnees au bord par les Iemmes r2.3l et l2~71 
on peut construire la metrique g, qui est Kähler-Einstein ä un ordre eleve, en 
modifiant ()2.4j) par 

(2.11) g = E 4 g + E 2 g 2 e- 2r + E l9 ^ T + E m e~ ir . 

C'est une metrique qui co'incide avec ()2.4|) ä l'ordre 4 + 5 ; le tenseur de Ricci a 
la regularite attendue : 

Lemme 2.10. Pour la metrique g definie par H2.ll)) . le tenseur de Ricci satisfait 
Plus generalement, la courbure deg a le developpement 

R9 = R Q+ ... + e ~^R 4 + 0(e- (4+<5)r ), 

avec Ri G FS l+A ~ i+s et le 0(e-^ +5 >) sigmfie que RF— (E A R + - ■ - + e- iT E R A ) G 

Demonstration. Tout d'abord, l'assertion sur Ric^ est une consequence de l'asser- 
tion sur RP, puisque g a ete construite de sorte que les termes du developpement 
polyhomogene de Ric^+67? s'annulent jusqu'ä l'ordre 4. 

Montrons donc l'assertion sur RF. Si go est lisse, le resultat est clair. En re- 
vanche, si go est seulement FS l+A+& il n'est pas immediat de voir comment les 
regularisations Ei passent ä travers la courbure. Ramenons-nous ä un probleme 
lineaire : si on a un chemin de metriques au bord go(^); tel que go(0) est lisse 
et <7o(l) = 9o, il suffit de montrer que 4zRF® a aussi un developpement polyho- 
mogene du type voulu. Or, 

d g R(h)=F(V 2 g h,R g Qh), 

oü F est un Operateur lineaire et est une Operation bilineaire. Ayant pris £ 
assez grand, les developpements polyhomogenes souhaites sont stables par mul- 
tiplication, d'oü on deduit que, si R g et h ont un developpement polyhomogene 
comme dans le lemme, alors d g R(h) admet un developpement du meine type. □ 

Si J est assez proche de Jq, c'est l'infmi conforme d'une metrique ACH, Einstein 
(section \2. 1.2p . Nous raffinons cette etude pour obtenir : 

Lemme 2.11. Si J, de regularite FS e+4+s sur S 3 , est suffisamment proche de 
Jo, alors il existe une metrique ACH, Einstein, g, d'infini conforme J, teile que 

g = g + Te~ 2r + G 
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avec G G H^ s , et T wie section sur S 3 du fibre Jß des endomorphismes symetriques 
ä trace nulle de kerr], de regularite FS e+s (donc Te~ 2r est un terrae d 'ordre 4)- 

Demonstration. Rappeions brievement la construction de la metrique d'Einstein 
|Biq00t chapitre I] : on resout le probleme 

Ric° +h +6{g + h) = 0, 6*h+~dtT?h = 0; 

la seconde equation fixe en ~g une jauge ä l'action des diffeomorphismes induisant 
l'identite sur le bord ä l'infini. Ces deux equations sont equivalentes, pour g + h 
proche de la metrique hyperbolique complexe gen 2 : ä 

&{h) = Ric 5+/l +6(g + h) + 5° +h \6°h + ^dt^h^j = 0, 

o . 

dont la linearisation en g CH 2 est, en notant Rh x ,Y = ^2 h(Rx, ei Y, e i) l'action de 
la courbure de g CH 2 sur les formes quadratiques, 

d<5>9cH2(h) = -V*Vh-Rh. 



Cet Operateur homogene sur CH 2 est inversible dans L 2 |BiqÖ0, lemme 1.1.5] 



et releve de la theorie rappelee section 12.1.51 Son comportement ä l'infini est 
gouverne par 1 'Operateur indiciel, ici egal ä 

-d 2 - Ad r + A, 

oü A est un Operateur positif, de noyau egal au fibre Jf [BiqOO, I.4.B] ; le pre- 
mier poids critique est donc egal ä 4. D 'apres le theoreme 12.81 on a donc un 
isomorphisme 

Par le lemme I2.1Ü1 on a 

&{Ö) = Ric 5+/l +6{g + h)e 

donc on peut appliquer le theoreme des fonctions implicites ä l'equation = 
0. Le lemme en resulte. □ 



2.2. Noyaux de l'operateur de Dirac en famille. Dans la section Q on a vu 
que sur CH 2 le noyau de l'operateur de Dirac ker^ C L 2 (y^) est de dimension 
infinie. On va maintenant montrer que tel demeure le cas quand on perturbe la 
metrique, et meine que ces noyaux forment un fibre au-dessus de l'espace des 
metriques ACH. 



AUTODUAL EINSTEIN VERSUS K AHLER-EINSTEIN 27 

2.2.1. L 'Operateur de Dirac sur y + y^ . L'espace des 1-formes ä valeurs dans 
VT se decompose en 

= y + y~y 2 ~ = y + y- © y + y 3 ~. 

II est classique que l'operateur de Dirac @ sur y+y^ s'identifie alors ä d*+V2d~, 
ä valeurs a priori dans Q~ + mais en realite la restriction ä y + y 3 ~ est ä 

valeurs dans 

q- + & 2 n- = y 2 - + s*4 = y~yf. 

De plus, on a le resultat suivant. 

Lemme 2.12. Soit scal la courbure scalaire de CH 2 , alors on a sur y + y 3 C 
fi 1 ^ - l'identite 

$>2 = d*d + dd*-—. 

12 

Demonstration. Sur fi 1 ^, on a 

d*d + - d*d- = - * d * (d + - d~) = - * d 2 = - * F{n~) 

d*d + + d*d~ = d*d 
et par consequent 

d*d- = -(d*d + *F(n-)). 
La courbure de fl~ est reduite ä la courbure scalaire : 

Un calcul explicite facile donne 

. . . scal 
*F(fi-)|. w - = - — 

d'oü on deduit le lemme pour Q) 2 = d*d + 2d*d~. □ 

Corollaire 2.13. 1) L'operateur Ol 2 sur y + y^ est un isomorphisme H 2 — > L 2 . 
2) L'image par Ol de H 1 (y + y 3 ~) dans L 2 (y~y 3 ~) est fermee, egale ä (ker S , ) ± 

Demonstration. Le lemme 12.121 nous fournit une estimation 

|| ^ ||2 ^_scal ||s||2 

qui impose la premiere assertion (les Operateurs de ce type sont etudies dans 
IßiqOOt I.2.B]). 

La meine estimation montre que l'image de 3) est fermee, ce qui donne la 
seconde assertion. □ 

2.2.2. Regularite dans les espaces ä poids. 
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Lemme 2.14. L 'Operateur St 2 est un isomorphisme 

oü % est le sous-fibre de J^ + J^ 3 ~ constitue des espaces propres pour les valeurs 
propres ±4i de £ — + crf . 

Demonstration. II s'agit d'une simple application de la theorie rappelee dans la 
section 12.1.51 En effet, par le corollaire 12.131 l'operateur 3) 2 est inversible dans 
L 2 . De plus, sur c f] 1 ^ - , on a la formule de Weitzenböck 

scal 



dd* + d*d = V*V + 



3 



qui, combinee au lemme 12. 12[ fournit 



3* = V*V+^. 

4 

Le calcul des termes d'ordre de V*V est simple : 

3 3 2 

-Epo(^) 2 = -X> 3 (^) 2 - (k(^r)-^ + K + )) + Ps>r) 2 
11^ ^ 

= £(p 3 ~) + ^ + \pl (^D 2 + §P3 K~)p + K + ) 

compte tenu de C(p 3 ) = 15, la plus petite valeur propre est obtenue pour les 
valeurs propres ±(3z, i) de (p 3 "(cr ] "), p + (cr^ )), eile est egale ä 6, donc la plus petite 
valeur propre des termes d'ordre de Ol 2 est A = 0, ce qui fournit le poids critique 
4 et le resultat du lemme. □ 



2.2.3. Stabilite du noyau. Revenons ä l'operateur de Dirac 3) sur Sf~Sf^ et ä 
son noyau L 2 . Perturbons la metrique de CH 2 en une metrique ACH g : puisque 
£} 2 est inversible sur y + S" 3 ~, l'operateur Qi g Qi reste inversible pour une petite 
perturbation g, et on notera G g son inverse. Construisons alors l'operateur $ 9 : 
ker *3> — > (ker par la formule, pour s G L 2 (y~5?z), 

& g {s) = -@G g %s. 

Alors @ g (s + $ s (s)) = 0, donc le noyau L 2 de *3) g s'identifie au graphe de $ s . 
On en deduit la premiere assertion du lemme suivant. 

Lemme 2.15. L 'application s — > s + $ ff (s) identifie kei S> et ker 3l g ; ainsi les 
noyaux des Operateurs de Dirac sur y~ J^g" forment un fibre hilbertien au-dessus 
de l'espace des metriques ACH (dans un voisinage de CH 2 ). 
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Pour g ayant la regularite decrite dans le lemme WH\. cette application donne 
une identification 

donc on obtient un fibre au-dessus de l'espace des metriques de cette regularite. 

Remarque 2.16. Dans le cas oü la metrique g est autoduale, le noyau de *3)g 
est entierement constitue de sections de ^ 4 ~. En effet, d'apres le lemme 11.11 
l'operateur 5^ preserve et 5^^ \ mais sur S?^ = &~ , ü s'identifie ä V*V qui 
n'a pas de noyau. 

Demonstration. La seconde assertion merite de verifier la regularite des Opera- 
teurs. Si la metrique a la regularite decrite, l'operateur Q) g 3) est bien defini entre 
les espaces FS i+s ( a fl) ®H^g' — > H^7g' . Comme perturbation de l'operateur 3i 2 
qui est un isomorphisme par le lemme l2.14[ il a un inverse G g , donc l'application 
s -> s- @G g %s fournit 1' identification voulue (FS i+5 (^f) © H$£ s ) n ker 2) -> 

{FS^i,/) ® H Ss) n ker D 

3. Metriques autoduales 

Nous sommes ä present en mesure de demontrer le resultat principal de cet 
article. 

3.1. Schema de la demonstration. Notons T i+A+S l'espace des structures CR 
de regularite FS i+A+s sur S 3 . 

Une structure CR J sur S 3 , de regularite FS e+4+s , proche de J , est le bord 
d'une metrique ACH, Einstein, g, de regularite precisee par le lemme I2~TT1 Pour 
toute metrique d'Einstein, le tenseur de Weyl, en tant que 2-forme ä valeurs dans 
les 2-formes, est harmonique : 

(d g d* g + d* g d g )W- = 0. 

Lemme 3.1. Pour g Einstein, dont Vinfini conforme est de regularite F S e+A+S , 
le tenseur de Weyl W~ satisfait 

W; = W±e~ ir + 0(e- (4+<5)r ), 

avec W± G FS t+s ( a f) et W~ - W^e~ 4r G H%$. 

Demonstration. Par le lemme I2.11| la metrique s'ecrit g = ~g + Te~ 2r + G, avec 
T G FS e+5 et G G H^ s . La metrique g est obtenue par un developpement polyho- 
mogene, et par le lemme I2~TD| le tenseur Wj admet aussi un tel developpement, 
avec premier terme non nul d'ordre 4, section du fibre Jß |BH[ proposition 6.5] : 
il a donc la regularite annoncee dans le lemme. 
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Passons maintenant ä la metrique g : le tenseur W~ a encore un developpement 
polyhomogene partiel (jusqu'ä l'ordre 4), mais la perturbation apportee ä Wj par 
le terme Te~ 2r + G ne peut modifier que le terme d'ordre 4, par cst.re _2r ; cela 
prouve le lemme. □ 

Par consequent, l'application g — > W~ constitue une section du fibre des 
spineurs harmoniques, ä bord de regularite FS l+s . II sera commode, via l'identi- 
fication H 9 construite dans le lemme 12.151 de considerer plutöt 

9 — Z-'W- 

qui est ä valeurs dans l'espace vectoriel fixe (FS l+s (^) © H^ s ) fl ker £> go . 

On peut regarder l'application entre les valeurs ä l'infini : ä une structure CR 
J on associe la valeur ä l'infini dooW~ du spineur harmonique W~, oü g est la 
metrique d'Einstein qui remplit J. Ramenant comme ci-dessus les spineurs ä la 
metrique fixe g , on obtient un Operateur W~(J) = ö 00 S~ 1 W~, defini entre les 
espaces 

W~ : T e+4+s — > FS t+ \f + ). 

Notons que le choix de jauge sur la metrique d'Einstein g qui remplit J n'influe 
pas sur car les diffeomorphismes egaux ä l'identite sur le bord ä l'infini ne 
modifient pas W<^(J). 

Le lemme principal duquel nous deduirons le theoreme est le suivant : 

Lemme 3.2. L'operateur d go W^, restreint aux deformations remplissables par 
une metrique Kähler-Einstein, est surjectif. 

Autrement dit : tous les spineurs harmoniques dans sont obtenus comme 
des tenseurs de Weyl de metriques Kähler-Einstein infinitesimales. Ce lemme sera 
demontre dans la section 13.31 

Remarque 3.3. Comme consequence du lemme, on a une maniere (compliquee) 
de montrer que toutes les sections de de regularite FS e+s sont des bords de 
spineurs harmoniques dont on connait la regularite, voir remarque 11.131 

On en deduit le resultat suivant, qui implique immediatement le theoreme 
principal. 

Lemme 3.4. 1) L 'Operateur est submersif. 

2) Le noyau de la differentielle d go W^ en la metrique hyperbolique complexe 
est transverse aux structures CR qui sont les bords de metriques Kähler-Einstein, 
et Vinter section est reduite ä l'image infinitesimale des contactomorphismes. 

Demonstration. La premiere assertion resulte directement du lemme 13.21 On en 
deduit que l'espace des J G T e+S qui sont le bord d'une metrique ACH autoduale 
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d'Einstein forment une sous-variete de T e+S , d'espace tangent en g le noyau de 
d 90 W-. 

L'assertion sur la transversalite est aussi une consequence directe du lemme 
13.21 II en resulte que l'intersection represente l'espace tangent aux structures CR 
J dont le remplissage Einstein est ä la fois autodual et Kahler : cette intersec- 
tion peut etre calculee explicitement, voir la section 13.31 Cependant il y a un 
raisonnement geometrique plus direct : on sait que la seule metrique autoduale 
et Kähler-Einstein est la metrique hyperbolique complexe, donc J ne peut etre 
que la structure CR Standard, ä un contactomorphisme pres. □ 



3.2. Bords de metriques Kähler-Einstein. Un theoreme fondamental, du 
ä Burns et Epstein, Lempert, Bland [BE90 , Eps92j ILem92[ IBla94j assure que la 



structure CR J sur S 3 est remplissable par une structure complexe si et seulement 
si, ä l'action pres d'un contactomorphisme, le tenseur <p correspondant via (j2.1|) 
n'a que des coefficients de Fourier positifs ou nuls par rapport ä l'action de U\ 
sur S 3 . 

De plus, Bland a construit une forme normale pour une structure CR J, par 
rapport ä l'action des contactomorphismes, dans laquelle J est remplissable si 
et seulement si ses coefficients de Fourier negatifs s'annulent. Infinitesimalement, 
cela donne le theoreme suivant (rappelons la notation S^(±4) provenant de la 
definition [T"T2|) : 

Theoreme 3.5 (Bland). Une structure CR infinitesimale J e FS l { a fi) est le 
bord d'une deformation complexe de la boule si et seulement si ses composantes 
dans V p ® (V P S^ (±4)) 5 , oüV p = CkS~[ , sont nulles des que \K\ > L. 

Notation 3.6. On notera KE e (^f) l'espace des deformations infinitesimales de 
Jo qui sont remplissables par une metrique Kähler-Einstein. Par le theoreme de 
Bland, cet espace est donne par 

KE\J) = FS\f) n ®\ K \^lV p ® (y p S7(±4)) s \ 

Pour calculer la differentielle du tenseur de Weyl, nous avons besoin de donner 
un peu plus de detail sur le theoreme de Bland. 

Rappeions qu'une structure CR sur S 3 est fournie par une section de Q 0,1 <S> 
T 1 ' , sur lequel £ = o\ + erf agit avec poids 4. La decomposition harmonique est 
donc 

L 2 (ß Q > 1 <g> T 1 ' ) = @ P V P ® (V p ® C 4 ) 51 . 
En particulier, pour V p = CkS^, unwG (V p <%> C4) 51 admet un poids 

(3.1) k = -K-A 
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pour l'action de a x . En particulier, V p <g> (V p <S> C^) s est non nul seulement pour 

(3.2) -L-A^K^L-i. 

D'autre part, toujours d'apres Bland, les contactomorphismes infinitesimaux, 
de regularite FS +1 , sont parametres par une fonction reelle / 6 FS e+2 , de sorte 
que l'action infinitesimale des contactomorphismes soit 

(3.3) f—^Wf, 

oü jj : Q ' 1 —* T 1,0 est l'identification induite par la forme symplectique dt]. Au 
niveau des decompositions harmoniques, la fonction / est representee par des 
termes 

et le poids de crjf est 

(3.4) k = —K, 
de sorte que K est soumis ä la contrainte 

(3.5) -L^K < L. 

La condition de realite se traduit par l'invariance sous 

v <E> w — > (tv) ® (tw), 
oü r est une structure reelle sur S^, donc 

t : C K S L > C- K S L . 

L'entier K represente le poids de l'action de U± : cette condition dit seulement que 
les coefficients ä K > de la fonction reelle sont determines par ceux ä K < 0. 
L'action infinitesimale des contactomorphismes ()3.3|) s'ecrit 

w — ► — ip(Y) 2 w, 

oü (H,X,Y) est la representation Standard de associee ä (<7j), de sorte que 
[H, X] = 2X, [H, Y] = -2Y et [X, Y] = H. Cette action diminue bien le poids k 
de 4, comme exige par les egalites (|3.1|) et (|3.4|) . 

La jauge de Bland consiste ä faire agir les contactomorphismes de sorte de tuer, 
autant que possible, les coefficients ä K < dans 0. En vue de ()3.2|) et ()3.5|) . 
on arrive ä tuer tous ces coefficients, sauf ceux d'ordre K = —L — 4 ou — L — 2. 
Compte tenu de la correspondance J = <fi + 0, cela donne le theoreme enonce plus 
haut. 



3.3. Calcul du tenseur de Weyl. 
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3.3.1. Cas des metriques Kahler- Einstein. Dans le cas oü J est l'infini conforme 
d'une metrique Kahler- Einstein g, on peut calculer dooW~ : 

Lemme 3.7 ( |BH| proposition 6.5]). Pour g Kahler- Einstein, d'infini conforme 
J, la valeur ä l'infini du tenseur de Weyl est 

dooW~ = est. Q(J), 

oü Q est la courbure de Cartan de la structure J . 

La differentielle en J de fournit un Operateur 

d 90 W- : FS^+\J) — > FS"+\f + ) 

qui ä chaque deformation infinitesimale J associe la valeur ä l'infini du spineur 
harmonique fourni par le W~ du remplissage d'Einstein. Si on se restreint aux 
deformations Kähler-Einstein, le lemme precedent indique qu'on a seulement la 
differentielle du tenseur de Cartan, qui a ete etudiee dans |CL90j : 

Theoreme 3.8 (Cheng et Lee). L 'Operateur dj Q est un Operateur hypoellip- 
tique d 'ordre 4, transversalement ä l'action des contactomorphismes de S 3 , et 
son noyau est reduit ä l'action infinitesimale des contactomorphismes. 

Remarque 3.9. Cheng et Lee montrent aussi que l'image de dj Q est le noyau d'un 
Operateur de Bianchi, d'ordre 2 (ce qui est la contrepartie de l'invariance de dj Q 
sous les contactomorphismes). Du point de vue des spineurs harmoniques sur 
CH 2 , il est plausible que cet Operateur de Bianchi soit exactement la contrainte 
sur les valeurs ä l'infini, mentionnee ä la remarque 11.91 

3.3.2. Demonstration du lemme WlS. Vu le lemme l3~7l il s'agit de montrer que 

d Jo Q : KE e+i+5 {J) — > FS t+5 {f + ) C FS t+5 {f) 

est surjectif. 

D'apres le theoreme 13.81 l'image de dj Q est fermee (en fait egale au noyau 
d'un Operateur de Bianchi), donc il suffit de fester que dj Q est surjectif pour 
chaque representation p concernee. Par le meme theoreme, le noyau de dj Q est 
egal ä l'image infinitesimale des contactomorphismes, donc la verification de la 
surjectivite est reduite ä un simple compte de dimensions. 

Continuons donc le calcul dans la decomposition harmonique, commence dans 
la section precedente. Pour chaque representation p, l'operateur est ä valeurs dans 
(definition ll.l2)l . qui est non nul seulement pour \K\ ^ L — 4, et de dimension 
egale ä dimV^. 

Le seul cas ä considerer est donc \K\ ^ L— 4 : comme les objets ä considerer sont 
reels, nous regardons simultanement les representations CkS l et CL^S^. Les 
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structures CR infinitesimales y forment un espace de dimension reelle AdimSi, 
les contactomorphismes infinitesimaux un espace de dimension reelle 2dimS , L, 
et les spineurs harmoniques un espace de dimension reelle 2 dim V p . L' Operateur 
dj Q est donc surjectif. □ 

Remarque 3.10. Pour \K\ = L — 2 ou L, l'operateur dj Q s'annule, et on peut 
verifier effectivement que les deformations correspondantes sont dans l'image in- 
finitesimale des contactomorphismes. 

3.3.3. Calcul de V espace tangent aux bords de metriques autoduales. Finalement, 
on peut deduire du calcul la precision suivante sur les structures CR qui sont des 
infinis conformes de metriques autoduales Einstein : 

Theoreme 3.11. L'espace tangent en J aux structures CR de T^ +4+<5 qui sont 
remplissables par une metrique autoduale d 'Einstein est egal, modulo Vaction in- 
finitesimale des contactomorphismes, ä 

FS"+ A+ \f) n v p ® (V p S;(±4) f. 

\K\=L+2,L+i 

□ 
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